J? @. 10 G/ EY B4 6H O@ J8 A�ne Arithmetic $N =| ;; $N <B 8= J? @. 11 G/ 2 7n 5 F| ;X F3 65 <x : !! Gp LZ !! 2m 1Q !! =u 65 <x Aa 0p ED Bg 3X !! M} 9) 3X It !! >p Js 3X 2J g95p088-1 !! D9 Eg M: 0l O:

L\ <! 1 =x 3 2 6h 4V 1i ;; 6 2.1 F3 F~ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7 2.2 6h 4V 1i ;; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8 2.3 $‘ $9 $S : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 3 A�ne Arithmetic $N F3 F~ 11 3.1 A�ne 7A <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12 3.2 0l HL E* $J 1i ;; $N Dj 5A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 3.3 A�ne 1i ;; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 3.4 Hs A�ne 1i ;; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 3.4.1 C1 9‘ 1i ;; $N Dj 5A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 3.4.2 C1 9‘ 1i ;; $N <B :] : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16 3.4.3 >h ;; $N 6a ;w : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 3.4.4 =| ;; $N 6a ;w : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 4 =| ;; $N 6a ;w J} K! 20 4.1 6a ;w $N J} ?K : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 4.2 8m :9 I> 2A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 4.3 $‘ $9 $S : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24 1

5 ?t CM <B 83 25 5.1 ?t CM <B 83 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26 5.1.1 JQ NL $, >/ $J $$ >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26 5.1.2 J, ;R $H J, Jl $N 4V $K 6& DL $9 $k " $, $J $$ >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : 27 5.1.3 J, ;R $H J, Jl $N 4V $K 6& DL $9 $k " $, B? $/ 4^ $^ $l $F $$ $k >l 9g : : : : : : : : 30 5.2 9M ;! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32 6 $^ $H $a 33 7 <U <- 35 ;2 9M J8 8% 37 2

Bh 1 >O =x 3

O" B3 ?t 3X $N Ld Bj $O <B ?t $N BN 7O $N >e $G 5- =R $5 $l $k !# $3 $l $r 7W ;; 5! $G 07 $& >l 9g !" 8= Be $N %3 %s %T %e !< %? !< 5; =Q $G $O <B ?t $r Ib F0 >. ?t E@ ?t $G 6a ;w $7 $F 7W ;; $9 $k $N $@ $, !" 7W ;; 5! $G 07 $& Ib F0 >. ?t E@ ?t $O M- 8B 8D $G $" $k $N $G !" $3 $l $@ $1 $G $O O" B3 ?t 3X $N Ld Bj $r 07 $& $3 $H $, $G $- $J $$ !# $= $3 $G 2 $D $N Ib F0 >. ?t E@ ?t $r N> C< $H $9 $k !V 6h 4V !W $N Cf $K O" B3 ?t 3X $N Ld Bj $r $N 2r $r Jq $_ 9~ $_ !" $= $N 6h 4V F1 ;N $N 2C 8: >h =| Ey $N 1i ;; $r !V 1i ;; 7k 2L $H $7 $F $" $j F@ $k =8 9g $r Jq 4^ $9 $k $h $& $K !W Dj 5A $9 $k $3 $H $K $h $j 9T $& !" 6h 4V 1i ;; $H $$ $& %" %$ %G %" $, @8 $^ $l $? !# >e $N %" %$ %G %" $r @8 $+ $9 $? $a $K !" 6h 4V $r ?t $N 3H D% $H 9M $( $k $3 $H $, ;O $a $i $l $? !J I} $N == J, 69 $$ 6h 4V $K 5a $a $h $& $H $9 $k <B ?t $, F~ $k $3 $H $, <( $5 $l $l $P !" <B MQ >e == J, $G $" $k $+ $i $G $" $k !K !# 6h 4V $r ?t $H 9M $( $k $H !" $= $N ;M B’ 1i ;; $, Dj 5A $5 $l $J $1 $l $P $J $i $J $$ !# $= $l $, 6h 4V 1i ;; $G $" $k [1] !# $3 $N 6h 4V 1i ;; $N Bg $- $J 7g E@ $H $7 $F !" 7W ;; $5 $l $? 6h 4V $O 3N $+ $K ?? $N CM $r 4^ $‘ $b $N $N !" 6h 4V I} $, 6K C< $K Bg $- $/ $J $C $F $7 $^ $& $3 $H $, 5s $2 $i $l $k !# $? $H $( $P !" $3 $3 $G 4J C1 $J Nc $H $7 $F f ( x ) = x 2 � 2 x + 1 $r Nc $K $H $C $F 9M $( $F $_ $k !# DL >o $N 6h 4V 1i ;; $N <j K! $G 6h 4V [0 : 9 ; 1 : 1] $K $* $$ $F 1i ;; $r 9T $& $H !" [ � 0 : 39 ; 0 : 41] $H $$ $& 7k 2L $K $J $C $F $7 $^ $& !# @5 2r $O [0 ; 0 : 01] $G $" $k $N $G !" $3 $l $O <B $K 80 G\ $N 3+ $- $G $" $k !# $3 $N $h $& $J 6h 4V $N A} Bg $O !" x 2 $H 2 x $, F1 $8 x $N 4X ?t $G 8_ $$ $K Aj 4X $, $" $k $K $b 4X $o $i $: !" 6h 4V 1i ;; $K $* $1 $k 1i ;; $G $O $= $l $r L5 ;k $7 $F FH N) $J CM $H $7 $F 7W ;; $r 9T $C $F $7 $^ $& $3 $H $K 86 0x $, $" $k !# K\ B4 6H O@ J8 $G <h $j >e $2 $k A�ne Arithmetic $O 6h 4V 1i ;; $N 0l <o $G $" $j !" DL >o $N 6h 4V 1i ;; $G $h $/ 8+ $i $l $k 6h 4V $N Gz H/ E* $J A} Bg $, 5/ $3 $j $K $/ $$ $H $$ $& FC D’ $r ;} $C $F $$ $k [2] !# $3 $N <j K! $O DL >o $N 6h 4V 1i ;; $K ;w $F $$ $k $, !" 0l HL $N 6h 4V 1i ;; $K $* $1 $k 6h 4V $, B> $N 6h 4V $K A4 $/ 1F 6A $7 $J $$ $N $K BP $7 $F !" A�ne Arithmetic $G $O JQ NL $, 8_ $$ $K 4X 78 $7 $" $C $F $$ $k $H $$ $& FC D’ $r ;} $D !# $3 $l $K $h $C $F A�ne Arithmetic $O 7W ;; <0 $, KD Bg $J >l 9g !" 7W ;; <0 $, B? $/ $N JQ ?t $r 4^ $s $G $$ $k $h $& $J >l 9g !" $^ $? $O cancellation $K $h $k %( %i !< $, @8 $8 $k $h $& $J >l 9g $K FC $K 8z 2L $r H/ 4x $9 $k !# @h $N Nc $r A�ne Arithmetic $G 7W ;; $9 $k $H !" I= 1.1 $N $h $& $J 7k 2L $K $J $k !# FC $K Cm L\ $9 $Y $- $3 $H $O !" 6h 4V [0 : 9 ; 1 : 1] $K $* $$ $F [ � 0 : 01 ; 0 : 01] $H $$ $& 7k 2L $K $J $k $3 $H $G $" $k !# <B $O $3 $N Nc $O 6h 4V 1i ;; $N FC $K 6l <j $H $9 $k %Q %? !< %s $G $O $" $k $, !" A�ne Arithmetic $N J} $, 0l HL $N 6h 4V 1i ;; $H Hf $Y $F 9b EY $J @: EY J] >Z $r Hw $( $F $$ $k $H $$ $& 0l Nc $K $O $J $k !# $7 $+ $7 A�ne Arithmetic $O !" Hs @~ 7A 4X ?t $r $I $N $h $& $K 7W ;; $9 $k $+ $K $h $C $F $= $N @: EY $, Bg 4

6h 4V 1i ;; 6h 4V I} A�ne Arithmetic 6h 4V I} [0 : 3 ; 0 : 5] [0 : 09 ; 0 : 65] 0.55 [0 : 23 ; 0 : 49] 0.26 [0 : 5 ; 0 : 7] [ � 0 : 15 ; 0 : 49] 0.64 [0 : 07 ; 0 : 25] 0.18 [0 : 7 ; 0 : 9] [ � 0 : 31 ; 0 : 41] 0.72 [ � 0 : 01 ; 0 : 09] 0.1 [0 : 9 ; 1 : 1] [ � 0 : 39 ; 0 : 41] 0.8 [ � 0 : 01 ; 0 : 01] 0.02 [1 : 1 ; 1 : 3] [ � 0 : 39 ; 0 : 49] 0.88 [ � 0 : 01 ; 0 : 09] 0.1 [1 : 3 ; 1 : 5] [ � 0 : 31 ; 0 : 65] 0.96 [0 : 07 ; 0 : 25] 0.18 [1 : 5 ; 1 : 7] [ � 0 : 15 ; 0 : 89] 1.04 [0 : 23 ; 0 : 49] 0.26 I= 1.1: A�ne Arithmetic $N M- 8z @- $r <( $9 Nc $- $/ JQ 2= $9 $k !# MM !9 $J C1 9‘ 1i ;; $r 9T $& Hs @~ 7A 4X ?t !J sin x $d 1 =x $J $I !K $O $9 $G $K :G NI $N 7W ;; J} K! $, H/ 8+ $5 $l $F $$ $k $, !" A�ne 7A <0 1 $I $& $7 $N >h ;; $r 9T $& J} K! $O :G NI $N J} K! $, $^ $@ 8+ $D $+ $C $F $$ $J $$ !# $^ $? !" A�ne 7A <0 $I $& $7 $N =| ;; $K $D $$ $F $O $^ $@ $[ $H $s $I $= $N 7W ;; J} K! $N 8& 5f $O $J $5 $l $F $* $i $: !" x=y = x � (1 =y ) $H $$ $& $U $& $K !" C1 9‘ 1i ;; 1 =x $H A�ne 7A <0 $I $& $7 $N >h ;; $r 9g @. $7 $F 9T $C $F $$ $k !# K\ O@ J8 $G $O $3 $N A�ne 7A <0 $I $& $7 $N =| ;; $r $$ $+ $K 8z N( $h $/ 9T $& $+ $r 9M ;! $9 $k !# 1 Bh 3 >O $r ;2 >H 5

Bh 2 >O 6h 4V 1i ;; 6

K\ >O $G $O A�ne Arithmetic $N 2r @b $X $N A0 :B $H $7 $F !" 6h 4V 1i ;; $N @b L@ $r 9T $& !# $J $< $J $i 6h 4V 1i ;; $O ?t CM 7W ;; $N %8 %c %s %k $K $* $$ $F $b $C $H $b 0l HL E* $J <j K! $G $" $j !" $5 $i $K A�ne Arithmetic $N FC D’ $O 6h 4V 1i ;; $H $N Hf 3S $G L@ 3N $K $J $k $+ $i $G $" $k !# 6h 4V 2r @O $G $O 6h 4V $r ?t $N 3H D% $H 9M $( $k !# $= $7 $F !" $= $N ;M B’ 1i ;; $, Dj 5A $5 $l $k !# $3 $l $r 6h 4V 1i ;; $H $$ $& !# 0J 2< !" 6h 4V 1i ;; $K $D $$ $F =R $Y $F $$ $/ !# 2.1 F3 F~ 6h 4V 2r @O $K $* $$ $F $O !" 6h 4V $H $O [ x ; x ] = f x 2 R j x � x � x g $H I= $5 $l $k JD 6h 4V $G $" $k $H $9 $k !# $? $@ $7 !" x � x 2 R $G !" $= $l $> $l $N 6h 4V $N 2< C< !" >e C< $H $9 $k !# 0J 2< !" 5- 9f $N @a Ls $N $? $a !" [ x ] = [ x ; x ] $H 6h 4V $r I= $9 $3 $H $K $7 !" 6h 4V [ x ] $H C1 $K =q $1 $P !" $= $l $O [ x ] = [ x ; x ] $r I= $9 $b $N $H $9 $k !# x = x $H $J $k 6h 4V [ x ] $O E@ 6h 4V $H $$ $& !# E@ 6h 4V $O <B ?t $G $" $k $N $G !" E@ 6h 4V [ x ] $N I= $9 <B ?t $r x $H =q $/ $3 $H $K $9 $k !# 6h 4V [ x ] $K $D $$ $F 0J 2< $r Dj 5A $9 $k !# d ([ x ]) = x � x r ([ x ]) = x � x 2 m ([ x ]) = x + x 2 d ([ x ]) ; r ([ x ]) ; m ([ x ]) $r !" $= $l $> $l 6h 4V [ x ] $N D> 7B !" H> 7B !" Cf ?4 $H $$ $& !# 7

2.2 6h 4V 1i ;; 2 $D $N 6h 4V [ x ] ; [ y ] $, M? $( $i $l $? $H $- $= $N 2 $D $N 6h 4V $N ;M B’ 1i ;; $r <! $G Dj 5A $9 $k !# [ x ] � [ y ] = f x � y j x 2 [ x ] ; y 2 [ y ] g ( $? $@ $7 � 2 f + ; � ; � ; = g ) $3 $l $r 6h 4V 1i ;; $H $$ $& !# $3 $N Dj 5A $G $O 6h 4V 1i ;; $O L5 8B 2s $N <B ?t 1i ;; $r $7 $J $$ $H <B 9T $G $- $J $$ $h $& $J 0u >] $r M? $( $k $, !" <! $, @. N) $9 $k !# [ x ] + [ y ] = [ x + y ; x + y ] [ x ] � [ y ] = [ x � y ; x � y ] [ x ] � [ y ] = [min f x y ; x y ; x y ; xy g ; max f x y ; x y ; x y ; xy g ] [ x ] = [ y ] = [ x ] � � 1 y ; 1 y � ; (0 = 2 [ y ]) $3 $l $+ $i 6h 4V 1i ;; $, M- 8B 2s $N <B ?t 1i ;; $G <B 9T $G $- $k $3 $H $, $o $+ $k !# >h ;; !J I= 2.1 !K $H =| ;; !J I= 2.2 !K $K $* $$ $F $O !" >l 9g J, $1 $K $h $j !" $h $j >/ $J $$ <j 4V $G 7W ;; $9 $k <! $N $h $& $J 7W ;; 5, B’ $b 4J C1 $K F3 $1 $k !# y � 0 y 3 0 y � 0 x � 0 [ x y ; x y ] [ xy ; x y ] [ xy ; x y ] x 3 0 [ x y ; x y ] [min f x y ; xy g ; max f x y ; x y g ] [ xy ; x y ] x � 0 [ x y ; xy ] [ x y ; x y ] [ x y ; x y ] I= 2.1: 6h 4V [ x ] ; [ y ] $N >h ;; [ x ][ y ] 6h 4V 1i ;; $K $D $$ $F $O !" Jq 4^ 4X 78 $K $* $1 $k C1 D4 @- [ x ] � [ x 0 ] ; [ y ] � [ y 0 ] ! [ x ] � [ y ] � [ x 0 ] � [ y 0 ] ; � 2 f + ; � ; � ; = g $, @. N) $9 $k !# 8 y � 0 y � 0 x � 0 [ x = y ; xy ] [ x= y ; x y ] x 3 0 [ x =y ; xy ] [ x= y ; x y ] x � 0 [ x =y ; x y ] [ x=y ; x y ] I= 2.2: 6h 4V [ x ] ; [ y ] $N =| ;; [ x ] = [ y ] $^ $? !" 2C K! $H >h K! $K 4X $7 8r 49 B’ $H 7k 9g B’ $, @. N) $9 $k !# [ x ] � [ y ] = [ y ] � [ x ] ; � 2 f + ; �g [ x ] � ([ y ] � [ z ]) = ([ x ] � [ y ]) � [ z ] ; � 2 f + ; �g $7 $+ $7 !" 2C K! $H >h K! $N 5U 85 $O B8 :_ $7 $J $$ !# $9 $J $o $A !" � [ x ] = [ � x; � x ] $G $" $k $, 0 = [0] � [ x ] � [ x ] = [ x � x; x � x ] 1 = [1] � [ x ] = [ x ] $H $J $k $3 $H $, $o $+ $k !# >e <0 $G Ey 9f $O [ x ] $, E@ 6h 4V $N $H $- $N $_ @. N) $9 $k !# $^ $? !" J, G[ B’ $b 6h 4V 1i ;; $K BP $7 $F $O @. N) $7 $J $$ !# $= $N $+ $o $j <! $N Nt J, G[ B’ $, @. N) $9 $k !# [ x ] � ([ y ] + [ z ]) � [ x ] � [ y ] + [ x ] � [ z ] $3 $N <0 $G Ey 9f $O Nc $( $P 6h 4V [ y ] $H [ z ] $, F1 $8 Id 9g $r $b $D $H $- $K @. N) $9 $k !# 2.3 $‘ $9 $S K\ >O $G $O !" 6h 4V 1i ;; $N 35 @b $r 9T $C $? !# 6h 4V 1i ;; $O $= $N 9M $( J} $, 4J C1 $G J, $+ $j $d $9 $$ $, !" C1 =c $K 6h 4V 1i ;; $r 9T $C $F $$ $/ $H !" 6h 4V $N I} $, Bg $- $/ 9- $, $C $F $7 $^ $$ !" $= $N 7k 2L $N CM $r ;H $* $& $H $7 $F $b Hs >o $K 07 $$ $K $/ $/ $J $C $F $7 $^ $& !# $= $l $O 6h 4V $, C1 =c $K 1i ;; 2D G= $K $J $C $F $$ $k $@ $1 $G !" $= $l $> $l $N JQ NL $N Aj 4X 4X 78 $J $I $N Fb MF $K $D $$ $F $O A4 $/ 9M N8 $5 $l $F $$ $J $$ $+ $i $G $" $k !# 9

A�ne Arithmetic $O $3 $N 6h 4V 1i ;; $N 2~ NI HG $G $" $j !" 6h 4V 1i ;; $h $j $b $h $j %? %$ %H $K 1i ;; $r 9T $& $3 $H $, $G $- $k !# <! >O $G $= $N ;E AH $_ $H 1i ;; $N <B Au $r >R 2p $9 $k !# 10

Bh 3 >O A�ne Arithmetic $N F3 F~ 11

K\ @- $G $O A�ne Arithmetic $N 35 G0 $H MQ 8l $N @b L@ $r 9T $$ !" $^ $? 1i ;; $N Dj 5A $r 9T $C $F $$ $/ !# 3.1 A�ne 7A <0 A�ne Arithmetic $K $* $$ $F DL >o $N 6h 4V 1i ;; $G $$ $& !V 6h 4V !W $O !" <! $N $h $& $J #1 <! $N B? 9‘ <0 !" A�ne 7A <0 !J A�ne form !K $G I= $5 $l $k !# x = x 0 + x 1 " 1 + x 2 " 2 + � � � + x n " n $3 $3 $G !" x i $O <B ?t $G $" $j !" " i $O $= $l $, 6h 4V U = [ � 1 ; 1] $K 4^ $^ $l $k $3 $H $@ $1 $, J, $+ $C $F $$ $k $h $& $J JQ ?t $G $" $j !" x $N JQ NL It J, $N $= $l $> $l FH N) $7 $? 9= @. MW AG $G $" $k !# >e $N x 0 $r $3 $N A�ne form $N c entr al value !" 78 ?t x i $r It J, JP :9 !J p artial deviations !K !" " i $r noise symb ols $H $$ $& !# noise sym b ol $G $" $k " i $O !" $= $l $> $l FH N) $7 $? CM $r $H $C $F JQ NL x $r 9= @. $7 !" 78 ?t x i $, $= $N $U $l I} $r 7h Dj $7 $F $$ $k !# A�ne B? 9‘ <0 $O !" DL >o $N 6h 4V 1i ;; $G $$ $& !V 6h 4V !W $K <! $N $h $& $K $7 $F JQ 49 $G $- $k !# [ x 0 � � ; x 0 + � ] ; � = n X i =1 j x i j $3 $3 $G 6h 4V 1i ;; $G $N !V 6h 4V !W $H !" A�ne 7A <0 $G I= $5 $l $k 6h 4V $N 0c $$ $r 4J C1 $J Nc $r 5s $2 $F @b L@ $9 $k !# 0J 2< $N $h $& $K x $H y $, A�ne 7A <0 $G I= $5 $l $F $$ $k $H $9 $k !# x = 10 + 2 " 1 + 3 " 2 y = 12 � 3 " 1 + 1 " 3 $3 $3 $G x $O 5 $+ $i 15 $N CM $r $H $j !" y $O 8 $+ $i 16 $N CM $r $H $k $3 $H $, $9 $0 $K J, $+ $k !# $7 $+ $7 <B :] $K $O x $H y $, 6& DL $9 $k JQ NL " 1 $r ;} $D $? $a !" x $H y $O A4 $/ FH N) $K CM $r $H $k $H $$ $& $o $1 $G $O $J $$ !# 6q BN E* $K $O ?^ 3.1 $N $h $& $J HO 0O $r $H $k !# $3 $3 $G G; $$ %0 %l !< $N It J, $, A�ne Arithmetic $G I= $5 $l $k HO 0O $G !" Gv $$ %0 %l !< $H G; $$ %0 %l !< $N N> J} $G I= $5 $l $k NN 0h $, 0l HL $N 6h 4V 1i ;; $G I= $5 $l $k HO 0O $G $" $k !# $D $^ $j !" $3 $N >l 9g $O Gv $$ %0 %l !< $N J, $@ $1 A�ne Arithmetic $O 0l HL $N 6h 4V 1i ;; $h $j %? %$ %H $K 1i ;; $G $- $k $N $G $" $k !# 12

?^ 3.1: AA $H IA $N 6h 4V 13

3.2 0l HL E* $J 1i ;; $N Dj 5A 2 $D $N A�ne B? 9‘ <0 x; y x = x 0 + x 1 " 1 + � � � + x n " n y = y 0 + y 1 " 1 + � � � + y n " n $K BP $7 $F !" 0J 2< $K 3F <o 1i ;; $N Dj 5A $r 9T $J $& !# 1i ;; $H $O z = f ( x; y ) = f ( x 0 + x 1 " 1 + � � � + x n " n ; y 0 + y 1 " 1 + � � � + y n " n ) $H $$ $& f ( x; y ) $r z = z 0 + z 1 " 1 + � � � + z n " n $N $h $& $K !" A�ne B? 9‘ <0 $N 7A $r K~ $? $9 $h $& $K I= $9 $3 $H $G $" $k !# 3F <o A�ne 1i ;; $O <! $N $h $& $K Dj 5A $G $- $k $, !" $= $l $O @~ 7A $J $b $N $H $= $& $G $J $$ >l 9g $K J, $1 $k $3 $H $, $G $- $k !# $3 $3 $G $O A0 <T $r A�ne 1i ;; !J A�ne-Op er ation !K !" 8e <T $r Hs A�ne 1i ;; !J Non-A�ne-Op er ation !K $H 8F $V $3 $H $K $9 $k !# 3.3 A�ne 1i ;; 1i ;; f $, @~ 7A $J >l 9g $N 1i ;; $O !" 0J 2< $N $h $& $K Dj 5A $G $- $k !# x � y = ( x 0 � y 0 ) + ( x 1 � y 1 ) " 1 + � � � + ( x n � y n ) " n x � � = ( x 0 � � ) + x 1 " 1 + � � � + x n " n Dj ?t G\ $b <! $N $h $& $K Dj 5A $G $- $k !# � x = ( � x 0 ) + ( �x 1 ) " 1 + � � � + ( �x n ) " n 14

3.4 Hs A�ne 1i ;; 1i ;; f $, Hs @~ 7A $J >l 9g $N 1i ;; $r 9M $( $k !# <! $N <0 $N $h $& $K !" z $r " $N <0 $G I= $9 $3 $H $r 9M $( $k !# z = f ( x 0 + x 1 " 1 + � � � + x n " n ; y 0 + y 1 " 1 + � � � + y n " n ) = f � ( " 1 ; � � � ; " n ) $3 $N >l 9g $O 0l HL E* $K z $r @5 $7 $/ I= $9 $h $& $J z 0 ; � � � ; z n $r 7h Dj $9 $k $3 $H $O $G $- $J $$ !# $h $C $F $D $. $N $h $& $J f a $r M? $( !" f a ( " 1 ; � � � ; " n ) = z 0 + z 1 " 1 + � � � + z n " n f � $H f a $N 8m :9 $r z n +1 " n +1 $H $7 $F <! $N $h $& $K I= $9 $3 $H $, $G $- $k !# z = f a ( " 1 ; � � � ; " n ) + z n +1 " n +1 = z 0 + z 1 " 1 + � � � + z n " n + z n +1 " n +1 $3 $3 $G z n +1 $H $O f � $H f a $N 8m :9 $N :G Bg CM $G $" $k $+ $i j z n +1 j > = max j f � ( " 1 ; � � � ; " n ) � f a ( " 1 ; � � � ; " n ) j $G $" $k !# 3.4.1 C1 9‘ 1i ;; $N Dj 5A f ( x ) = sin x $d f ( x ) = e x $J $I $N C1 9‘ 1i ;; $K $D $$ $F $O !" 0l HL $K 6J @~ y = f ( x ) $r x 0 $N IU 6a $G D> @~ y = ax + b $N 7A $K 6a ;w $7 !" $= $N ;~ $N :G Bg 8m :9 $r � $H $7 $F <! $N $h $& $K 7W ;; $G $- $k !# f ( x ) = ax + b + � " n +1 $3 $3 $G � $O 4X ?t f ( x ) $H D> @~ y = ax + b $N 6h 4V [ x ; x ] $K $* $1 $k :9 $N :G Bg CM $G $" $k $+ $i � = max j f ( t ) � ( at + b ) j $G $" $j !" Ey 9f @. N) $N ;~ $K :G NI $N 6a ;w $r M? $( $k !# $D $^ $j D> @~ y = ax + b $I $N $h $& $K @_ Dj $7 !" � $r $$ $+ $K >. $5 $J CM $K $9 $k $+ $, A�ne $N C1 9‘ 1i ;; $N >G E@ $H $J $k !# 15

3.4.2 C1 9‘ 1i ;; $N <B :] 0J 2< $K 6q BN E* $J Nc $H $7 $F !" x $r A�ne 7A <0 $H $7 $F !" f ( x ) = 1 x = 1 x 0 + x 1 " 1 + � � � + x n " n $N !" 6h 4V [ x ; x ] $K $* $1 $k :G E, $J 6a ;w $r 5a $a $k !# $D $^ $j ?^ 3.2 $N $h $& $K f ( x ) = 1 =x $r 6h 4V [ x ; x ] $K $* $$ $F D> @~ y = ax + b $G 6a ;w $9 $k $3 $H $r 9M $( $k !# ?^ 3.2: 4X ?t y = 1 x $N 6a ;w 5a $a $k J} ?K $H $7 $F $O ?^ 7A E* D> 46 $r 3h $+ $7 !" 0J 2< $N $h $& $J J} ?K $G 9T $& $3 $H $K $9 $k !# 1. ?^ 3.2 $N !V >e $N D> @~ !W $r 5a $a $k !# $3 $N D> @~ $, 6h 4V [ x ; x ] $N :G Bg CM $H $J $C $F $$ $k !# 2. F1 MM $K !V 2< $N D> @~ !W $r 5a $a $k !# $3 $A $i $O 6h 4V [ x ; x ] $N :G >. CM $H $J $C $F $$ $k !# 3. D> @~ y = ax + b $r 5a $a $k !# $3 $l $O :G Bg CM $H :G >. CM $N ?? $s Cf $K Mh $k $h $& $K $9 $k !# $= $& $9 $l $P 8m :9 � $r :G >. $K $G $- $k $+ $i $G $" $k !# 16

$^ $: !" >e 8B $r I= $9 D> @~ $r 5a $a $k !# E@ ( x ; f ( x )) ( x; f ( x )) $r DL $k $N $G !" y = f ( x ) � f ( x ) x � x ( x � x ) + f ( x ) = � 1 x x x + x + x x x $H $J $k !# <! $K 2< 8B $r I= $9 D> @~ $r 5a $a $k !# $= $l $O >e 8B $r I= $9 D> @~ $H 79 $- $, F1 $8 $G !" $+ $D 4X ?t y = f ( x ) = 1 =x $H @\ $9 $k D> @~ $G $" $k !# f 0 ( x ) = � 1 x 2 $r 2r $- !" @\ E@ x = p x x $r F@ $k $N $G y = � 1 x x x + 2 p x x $H $J $k !# :G 8e $K !" 5a $a $k D> @~ $O 0J >e $N 2 $D $N D> @~ $N ?? $s Cf $G $" $k $N $G !" y = � 1 x x x + x + x 2 x x + 1 x x $r F@ $k !# 0J >e $K $h $j Hs @~ 7A 4X ?t f ( x ) = 1 =x $r [ x ; x ] $K $* $$ $F :G E, $J 6a ;w $r M? $( $k D> @~ $, 5a $^ $C $? !# $3 $N D> @~ $H <B :] $K 4X ?t f ( x ) $, $H $k I} $H $N 8m :9 � $r I> 2A $9 $k !# � = max j f ( x ) � !J 6a ;w <0 !K j = !J >e 8B $N <0 !K � !J 6a ;w <0 !K $G $" $k $+ $i !" � = x + x 2 x x � 1 p x x $H $J $k !# 0J >e $K $h $j 4X ?t f ( x ) = 1 =x $O � 1 x x x + x + x 2 x x + 1 p x x + � " n +1 $H $7 $F 7W ;; $G $- $k $3 $H $, J, $+ $C $? !# 17

3.4.3 >h ;; $N 6a ;w x; y $r A�ne 7A <0 $H $9 $k !# $3 $3 $G z = f ( x; y ) = xy $r 9M $( $k !# C1 =c $K x; y $r E8 3+ $7 !" >h ;; $r $9 $k $H 0J 2< $N $h $& $J 7A $K $J $k !# x � y = ( x 0 + n X i =1 x i " i ) � ( y 0 + n X i =1 y i " i ) = x 0 y 0 + n X i =1 ( x 0 y i + y 0 x i ) " i + ( n X i =1 x i " i ) � ( n X i =1 y i " i ) = f a ( " 1 ; � � � ; " n ) + ( n X i =1 x i " i ) � ( n X i =1 y i " i ) $3 $3 $G :G 8e $N 9‘ $O " $I $& $7 $N @Q $N 7A $, $G $F $7 $^ $$ !" A�ne 7A <0 $H $J $i $J $$ !# $= $3 $G $3 $N 9‘ A4 BN $r ?7 $? $K � " n +1 $H $7 $F 7W ;; $9 $k !# � $N CM $O C1 =c $K " $, $= $N ?6 $l I} $N :G Bg CM $r $H $k $H $7 $F max � � � � � ( n X i =1 x i " i ) � ( n X i =1 y i " i ) � � � � � = ( n X i =1 j x i j ) � ( n X i =1 j y i j ) = � $H $7 $F Bg $- $a $K 7W ;; $9 $k !# $h $C $F >h ;; $r 7W ;; $9 $k $K $O x 0 y 0 + n X i =1 ( x 0 y i + y 0 x i ) " i + � " n +1 $r 9T $( $P $h $$ !# $3 $N � $N CM $O !" @h $[ $I Bg $- $a $K $H $C $F $7 $^ $C $? $N $G I, $: $7 $b >o $K :G NI $N CM $r $H $k $o $1 $G $O $J $$ $, !" $+ $J $i $: ?? $N CM $r Jq 4^ $7 !" $^ $? 7W ;; $7 $d $9 $$ $N $G 8= ;~ E@ $G $O A�ne 7A <0 $I $& $7 $N >h ;; $N <g N. $H $J $C $F $$ $k !# 3.4.4 =| ;; $N 6a ;w $$ $^ $N $H $3 $m A�ne JQ NL $I $& $7 $N =| ;; $O !" Bh 3.4.2 @a $G >R 2p $7 $? C1 9‘ 1i ;; f ( x ) = 1 =x $H Bh 3.4.3 @a $G >R 2p $7 $? A�ne 7A <0 $I $& $7 $N >h ;; $r AH $_ 9g $o $; $F 9T $& J} K! x y = x � � 1 y � 18

0J 30 $O CN $i $l $F $$ $J $$ !# $3 $N J} K! $O 1 2s $N 7W ;; $G 6a ;w $r 2 2s 9T $$ !" => $C $F 7W ;; $N NL $, A} $( $F $7 $^ $& $@ $1 $G $J $/ !" 1 2s $N 7W ;; $G " $, 2 $D A} $( $F $7 $^ $$ %m %9 $, Bg $- $/ $J $C $F $7 $^ $& !# 0J 9_ $N >O $G $3 $N =| ;; $r 1 2s $N 6a ;w $G 9T $& J} K! $r 9M ;! $7 $F $$ $/ !# 19

Bh 4 >O =| ;; $N 6a ;w J} K! 20

A0 >O $G =R $Y $? $h $& $K A�ne 7A <0 $I $& $7 $N =| ;; $O !" 6a ;w E* $J <0 $r :n $j !" JQ NL � $r I> 2A $7 !" " $r A} $d $5 $J $1 $l $P 7W ;; $9 $k $3 $H $, $G $- $J $$ !# $= $3 $G x=y $r A�ne B? 9‘ <0 $N 7A $G $" $k ax + by + c $G 6a ;w $9 $k $3 $H $K $9 $k !# xy z J? LL $K $* $$ $F 6J LL z = x=y $r !" J? LL z = ax + by + c $G !" $" $k 6h 4V [ x ; x ][ y ; y ] $G ?^ 7A E* $K 6a ;w $9 $k $3 $H $r 9M $( $k !# 4.1 6a ;w $N J} ?K 7W ;; $r $J $k $Y $/ 4J C1 $K $9 $k $? $a a; b; c $, $" $^ $j J# ;( $K $J $i $J $$ $h $& $K $9 $k !" $H $$ $& $3 $H $K =E E@ $r $* $$ $F !" J? LL $O 0J 2< $N >r 7o $r K~ $? $9 $h $& $K @_ Dj $9 $k $3 $H $K $7 $? !# $= $N 35 MW $O � D> @~ y = y 0 $r 4^ $‘ � E@ ( x 0 ; y 0 ) $G $N 6J LL $N y <4 J} 8~ $N 79 $- $r $b $D $= $7 $F $= $N J? LL z = ax + by + c $H J? LL z = x=y $N 8m :9 $r � = max x < = x < = x y < = y < = y � � � � x y � ( ax + by + c ) � � � � $G 5a $a !" $r I> 2A $9 $k $3 $H $K $7 $? !# $? $@ $7 !" x 0 = x + x 2 !" y 0 = y + y 2 $H $9 $k !# 1. D> @~ y = y 0 $r 4^ $‘ $J $i $P y = y 0 $, 6J LL $H J? LL $N <0 $N N> J} $N <0 $G @. $j N) $D $N $G x y 0 = ax + by 0 + c $3 $l $, x; y $K $? $$ $7 $F 91 Ey E* $K @. $j N) $D $N $G a = 1 y 0 by 0 + c = 0 $H $J $k !# 21

2. E@ ( x 0 ; y 0 ) $G $N 6J LL $N 79 $- $r $b $D $J $i $P ( x 0 ; y 0 ) $G $N y <4 J} 8~ $N 79 $- $O � x 0 y 0 2 $J $N $G b = � x 0 y 0 2 $H $J $k !# $^ $? !" by 0 + c = 0 $h $j c = x 0 y 0 $H $J $k !# 0J >e $K $h $j 5a $a $? $$ J? LL $N <0 $O z = 1 y 0 x � x 0 y 0 2 y + x 0 y 0 $H J, $+ $C $? !# 4.2 8m :9 I> 2A $3 $N 6a ;w $N 8m :9 $N CM $O � � � � x y � � x y 0 � x 0 y 0 2 y + x 0 y 0 � � � � � $G M? $( $i $l !" $5 $i $K $3 $l $r JQ 7A $7 8+ $d $9 $/ $9 $k $H � � � � ( y � y 0 ) � � x y y 0 + x 0 y 0 2 � � � � � $r F@ $k !# $3 $l $N :G Bg !? :G >. $K $D $$ $F $b D4 $Y $k !# :G Bg :G >. $r $H $j $& $k ;~ $N x $O x = x $^ $? $O x = x $N $$ $: $l $+ $G $" $k $N $G !J 2< ?^ ;2 >H !K !" x $r $= $N 2 $D $N $$ $: $l $+ $K 8B Dj $7 !" >e $N <0 $r y $K $D $$ $F $N 4X ?t $H 8+ $F I> 2A $9 $k !# y $K $D $$ $F $N <0 $H $7 $F =q $- D> $9 $H f ( y ) = x 0 y 0 2 y + x y + � x � x 0 y 0 2 y 0 $G $" $j !" :G Bg :G >. $r D4 $Y $k $H y = y ; y = y 0 q x x 0 ; y = y $N $$ $: $l $+ $G :G Bg CM :G >. CM $r $H $k $3 $H $, J, $+ $C $? !# 22

?^ 4.1: z = x=y $r >e $+ $i 8+ $? ?^ 23

$D $^ $j !" <! $N 6 $D $N E@ $r D4 $Y $l $P :G Bg CM $r D4 $Y $i $l $k $3 $H $, $o $+ $C $? !# !J $? $@ $7 x ; x 0 $H x; x 0 $N $$ $: $l $+ $, 0[ Id 9f $H $J $k >l 9g $O p $N Cf $r 7W ;; $7 $J $/ $F $h $$ $N $G 5 E@ $H $J $k !K !# ( x ; y ) ( x ; y ) ( x ; y 0 q x x 0 ) ( x; y ) ( x; y ) ( x; y 0 q x x 0 ) $h $C $F !" $3 $N $H $- $N j f ( y ) j $N :G Bg CM $r � $H $9 $k $H !" x y = 1 y 0 x � x 0 y 0 2 y + x 0 y 0 + � " n +1 $H $J $k !# 0J >e $N $h $& $K $9 $l $P A�ne 7A <0 $I $& $7 $N =| ;; $r 1 2s $N 6a ;w $G 9T $( $k $3 $H $, J, $+ $C $? !# 4.3 $‘ $9 $S K\ >O $G A�ne 7A <0 $I $& $7 $N =| ;; $r 1 2s $N 7W ;; $G 9T $& J} K! $r 9M 0F $7 !" 2r @b $7 $? !# <! >O $G $3 $N <j K! $N M- 8z @- $r <B :] $K 7W ;; 5! >e $G %W %m %0 %i %‘ $r Av $i $; $F 8! >Z $9 $k !# 24

Bh 5 >O ?t CM <B 83 25

K\ >O $G $O !" Bh 4 >O $G 9M 0F $7 $? %" %k %4 %j %: %‘ $r <B :] $K %W %m %0 %i %_ %s %0 8@ 8l $G <B 9T $7 $? 7k 2L $r 7G :\ $7 !" $= $N M- 8z @- $r 8! >Z $9 $k !# 5.1 ?t CM <B 83 0J 2< $K %W %m %0 %i %‘ $r Av $i $; $? ;~ $N <B 9T %m %0 $H !" $= $l $r $^ $H $a $? $b $N $r 7G :\ $9 $k !# K\ O@ J8 $G 9M ;! $7 $? =| ;; $r 1 2s $N 6a ;w $G 9T $& J} K! !J x=y !K $H !" 2 2s $N 6a ;w $K J, $1 $F 9T $& J} K! !J x � (1 =y ) !K $r F1 $8 %G !< %? $G 7W ;; $7 $? !# $J $* !" K\ O@ J8 $G $O 4] $a 8m :9 $O 9M N8 $7 $F $$ $J $$ $? $a !" $= $l $r 5$ $K $7 $J $/ $F $b $h $$ calc $H $$ $& 8@ 8l $G 9T $C $? !# 5.1.1 JQ NL $, >/ $J $$ >l 9g JQ NL $, >. $5 $$ >l 9g $r $^ $: 7W ;; $7 $F $_ $? !# <! $N $h $& $J p; q p = 5 + 0 : 5 " 1 q = 10 + 0 : 1 " 2 $r 7W ;; $7 $? $H $3 $m !" <! $N $h $& $J 7k 2L $K $J $C $? !# > read affine > read input > p 5+.05e1 > q 10+0e1+.1e2 > q/p 2+-.02e1+0e2+~.00040404040404040404e3 > affine_range(q/p) [+~1.97959595959595959595, +~2.02040404040404040404] 26

> q*(1/p) ~2.00010000750062505469+~-.02000200020002000200e1 +~.02000100007500625054e2+0e3+ ~.00010001250137514532e4+~.00020102012701395147e5 > affine_range(q*(1/p)) [+~1.95979597459720970534, +~2.04040404040404040404] > $3 $l $r $^ $H $a $k $H 0J 2< $N $h $& $J 7k 2L $K $J $C $? !# q =p = 2 � 0 : 02 " 1 + 0 : 00 _ 0 _ 4 " 3 q � (1 =p ) = 2 � 0 : 02 _ 000 _ 2 " 1 + 0 : 02 " 2 + 0 : 0001 " 4 + 0 : 0002 " 5 q =p $N 6h 4V $O [1 : 97 _ 9 _ 5 ; 2 : 02 _ 0 _ 4] $G $" $j !" q � (1 =p ) $N 6h 4V $O [1 : 9598 ; 2 : _ 0 _ 4] $H $J $C $? !# $D $^ $j $3 $N >l 9g $O q =p $N J} $, $$ $$ 7k 2L $, =P $k $3 $H $, J, $+ $C $? !# 5.1.2 J, ;R $H J, Jl $N 4V $K 6& DL $9 $k " $, $J $$ >l 9g <! $K !" B? $/ $N " $r ;} $A !" 8_ $$ $K 6& DL $9 $k JQ NL $, $J $$ >l 9g $r ;n $7 $F $_ $? !# <! $N $h $& $J x; y x = 137 : 525 + 0 : 1 " 1 + 0 : 5 " 2 + 0 : 56 " 3 + 3 : 015 " 4 + 0 : 66 " 5 +0 : 625 " 6 + 1 : 03 " 7 + 0 : 295 " 8 + 0 : 51 " 9 + 0 : 62 " 10 + 1 : 5 " 11 y = 88 : 41 + 0 : 555 " 12 + 0 : 555 " 13 + 2 : 94 " 14 + 0 : 1 " 15 + 0 : 05 " 16 +0 : 1 " 17 + 1 : 715 " 18 + 1 : 5 " 19 + 2 : 94 " 20 + 0 : 16 " 21 + 9 : 145 " 22 + 4 : 46 " 23 $r 7W ;; $7 $? $H $3 $m !" <! $N $h $& $J 7k 2L $K $J $C $? !# > read input 27

> x 137.525+.1e1+.5e2+.56e3+3.015e4+.66e5 +.625e6+1.03e7+.295e8+.51e9+.62e10+1.5e11 > y 94.68+0e1+0e2+0e3+0e4+0e5+0e6+0e7+0e8+0e9 +0e10+0e11+.555e12+.555e13+2.94e14+.1e15 +.05e16+.1e17+1.715e18+1.5e19++.16e21+9.145e22+4.46e23 > x/y ~1.45252429235318969159+~.00105618926911702577e1 +~.00528094634558512885e2+~.00591465990705534431e3 +~.03184410646387832699e4+~.00697084917617237008e5 +~.00660118293198141106e6+~.01087874947190536544e7 +~.00311575834389522602e8+~.00538656527249683143e9 +~.00654837346852555978e10+~.01584283903675538656e11 +~-.00851448016746958469e12+~-.00851448016746958469e13 +~-.04510373277902807027e14+~-.00153414057071524048e15 +~-.00076707028535762024e16+~-.00153414057071524048e17 +~-.02631051078776637432e18+~-.02301210856072860728e19 +~-.04510373277902807027e20+~-.00245462491314438477e21 +~-.14029715519190874239e22+0e23+~.16190518842537032578e24 > affine_range(x/y) [+~.88803270746711986955, +~2.01701587723925951363] > x*(1/y) ~1.50251704299830637452+~.00109254102381262052e1 +~.00546270511906310261e2+~.00611822973335067492e3 +~.03294011186795050877e4+~.00721077075716329545e5 +~.00682838139882887826e6+~.01125317254526999138e7 +~.00322299602024723054e8+~.00557195922144436466e9 +~.00677375434763824724e10+~.01638811535718930784e11 28

+~-.00911066637191570854e12+~-.00911066637191570854e13 +~-.04826190834852645608e14+~-.00164156150845328081e15 +~-.00082078075422664040e16+~-.00164156150845328081e17 +~-.02815277986997376605e18+~-.02462342262679921228e19 +~-.04826190834852645608e20+~-.00262649841352524931e21 +~-.15012079994805253092e22+~-.07321364327701632453e23 +0e24+~.05171339320525990517e25+~.03075917575025012290e26 > affine_range(x*(1/y)) [+~.91959553930345350976, +~2.08543854669315923928] $3 $l $r $^ $H $a $k $H 0J 2< $N $h $& $J 7k 2L $K $J $C $? !# x=y = 1 : 4525243 + 0 : 0010562 " 1 + 0 : 0052809 " 2 + 0 : 00591475 " 3 +0 : 0318441 " 4 + 0 : 0069708 " 5 + 0 : 0066012 " 6 + 0 : 0108787 " 7 +0 : 0031158 " 8 + 0 : 0053866 " 9 + 0 : 0065484 " 10 + 0 : 0158428 " 11 � 0 : 0085145 " 12 � 0 : 0085145 " 13 � 0 : 0451037 " 14 � : 001534141 " 15 � 0 : 0007670 " 16 � 0 : 0015341 " 17 � 0 : 0263105 " 18 � 0 : 0230121 " 19 � 0 : 045103733 " 20 � 0 : 0024546 " 21 � 0 : 1402972 " 22 + 0 : 1619052 " 24 x � (1 =y ) = 1 : 5025170 + 0 : 0010925 " 1 + 0 : 0054627 " 2 + 0 : 0061182 " 3 +0 : 0329401 " 4 + 0 : 0072108 " 5 + 0 : 0068283 " 6 + 0 : 0112532 " 7 +0 : 0032230 " 8 + 0 : 0055720 " 9 + 0 : 0067738 " 10 + 0 : 0163881 " 11 � 0 : 0091110 " 12 � 0 : 0091107 " 13 � 0 : 0482619 " 14 � 0 : 0016416 " 15 � 0 : 0008208 " 16 � 0 : 0016416 " 17 � 0 : 0281528 " 18 � 0 : 0246234 " 19 � 0 : 0482619 " 20 � 0 : 0026265 " 21 � 0 : 1501208 " 22 � 0 : 0732136 " 23 +0 : 0517134 " 25 + 0 : 0307592 " 26 x=y $N 6h 4V $O [0 : 8880327 ; 2 : 0170159] $G $" $j !" x � (1 =y ) $N 6h 4V $O [0 : 9195955 ; 2 : 0854385] $H 29

$J $C $? !# $D $^ $j $3 $N >l 9g $b x=y $N J} $, $$ $$ 7k 2L $G $" $k $3 $H $, J, $+ $C $? !# 5.1.3 J, ;R $H J, Jl $N 4V $K 6& DL $9 $k " $, B? $/ 4^ $^ $l $F $$ $k >l 9g :G 8e $K !" 8_ $$ $K 6& DL $9 $k JQ NL " $r B? $/ ;} $D >l 9g $r ;n $7 $F $_ $? !# <! $N $h $& $J x; y x = 105 : 88 + 0 : 1 " 1 + 0 : 5 " 2 + 0 : 56 " 3 +3 : 015 " 4 + 0 : 05 " 16 + 0 : 1 " 17 + 1 : 715 " 18 + 1 : 5 " 19 y = 66 : 34 + 0 : 1 " 1 + 0 : 5 " 2 � 0 : 56 " 3 +3 : 015 " 4 � 0 : 05 " 16 � 0 : 1 " 17 + 1 : 715 " 18 + 1 : 5 " 19 $r 7W ;; $7 $? $H $3 $m !" <! $N $h $& $J 7k 2L $K $J $C $? !# > x 105.88+.1e1+.5e2+.56e3+3.015e4+0e5+0e6+0e7 +0e8+0e9+0e10+0e11+0e12+0e13+0e14+0e15+.05e16 +.1e17+1.715e18+1.5e19 > y 66.34+.1e1+.5e2+-.56e3+3.015e4+0e5+0e6+0e7 +0e8+0e9+0e10+0e11+0e12+0e13+0e14+0e15+-.05e16 +-.1e17+1.715e18+1.5e19 > affine_range(x) [+98.34, +113.42] > affine_range(y) [+58.8, +73.88] > x/y ~1.59602050045221585770+~-.00089843307273472393e1 +~-.00449216536367361966e2+~.02191395056155020922e3 +~-.02708775714295192660e4+0e5+0e6+0e7+0e8+0e9+0e10 +0e11+0e12+0e13+0e14+0e15+~.00195660272870984010e16 30

+~.00391320545741968021e17+~-.01540812719740051546e18 +0e19+0e20+0e21+0e22+0e23+~.03783537268419059387e24 > affine_range(x/y) [+~1.48251488624358474859, +~1.70952611466084696680] > x*(1/y) ~1.60643007486187867287+~-.00092008642855956029e1 +~-.00460043214279780149e2+~.02214532196598287762e3 +~-.02774060582107074300e4+0e5+0e6+0e7+0e8+0e9+0e10 +0e11+0e12+0e13+0e14+0e15+~.00197726088981989978e16 +~.00395452177963979957e17+~-.01577948224979645912e18 +~-.01380129642839340448e19+0e20+0e21+0e22+0e23+0e24 +0e25+~.01047746779784899729e26+~.01383307978128178200e27 > affine_range(x*(1/y)) [+~1.49120051957668734818, +~1.72165963014706999756] $3 $l $r $^ $H $a $k $H 0J 2< $N $h $& $J 7k 2L $K $J $C $? !# x=y = 1 : 5960205 � 0 : 0008984 " 1 � 0 : 0044922 " 2 + 0 : 0219140 " 3 � 0 : 0270878 " 4 + 0 : 0019566 " 16 + 0 : 0039132 " 17 � 0 : 0154081 " 18 +0 : 0378354 " 24 x � (1 =y ) = 1 : 6064301 � 0 : 0009201 " 1 � 0 : 0046004 " 2 + 0 : 0221453 " 3 � 0 : 0277406 " 4 + 0 : 0019773 " 16 + 0 : 0039545 " 17 � 0 : 0157795 " 18 � 0 : 0138013 " 19 + 0 : 0104775 " 26 + 0 : 0138331 " 27 x=y $N 6h 4V $O [1 : 4825149 ; 1 : 7095261] $G $" $j !" x � (1 =y ) $N 6h 4V $O [1 : 4912005 ; 1 : 7216596] $H $J $C $? !# $D $^ $j $3 $N >l 9g $b x=y $N J} $, $$ $$ 7k 2L $G $" $k $3 $H $, J, $+ $C $? !# 31

5.2 9M ;! $3 $3 $G ?t CM <B 83 $7 $? $b $N $K $D $$ $F $O $9 $Y $F 0J A0 %" %k %4 %j %: %‘ $G $" $k x � (1 =y ) $N J} K! $h $j $b $$ $$ @: EY $G 7W ;; $9 $k $3 $H $, $G $- $? !# $3 $l $G !V => Mh $N J} <0 $G $" $k x � (1 =y ) $h $j $b $$ $$ @: EY $N =| ;; $N %" %k %4 %j %: %‘ $r <B 8= $9 $k !W $H $$ $& L\ E* $r C# @. $9 $k $3 $H $, $G $- $? !# 32

Bh 6 >O $^ $H $a 33

K\ O@ J8 $G $O Bh 2 >O $G ?t CM 7W ;; $N J, Ln $G $b $C $H $b 0l HL E* $J $b $N $G $" $k 6h 4V 1i ;; $N 2r @b $r 9T $J $$ !" Bh 3 >O $G A�ne Arithmetic $N <B Au $H 3F <g 1i ;; $N Dj 5A $r 9T $J $C $? !# $= $l $i $r DL $8 $F A�ne Arithmetic $N M- 8z @- $r 8! >Z $7 $F $- $? !# $= $7 $F Bh 4 >O $G A�ne Arithmetic $N =| ;; $N %" %k %4 %j %: %‘ $r 2r @b $7 !" $= $N <j K! $G 7W ;; $9 $l $P !" $o $: $+ $J $, $i $G $" $k $, !" => Mh $N =| ;; $N M# 0l $N <j K! $G $" $C $? x � (1 =y ) $H 7W ;; $9 $k J} K! $h $j $b 9b $$ @: EY $G 7W ;; $9 $k $3 $H $, 2D G= $K $J $C $? $H $$ $& $3 $H $, Bh 5 >O $G $o $+ $C $? !# $^ $? !" " $N ?t $r 2! $( $k 8z 2L $b $" $k $N $G 7W ;; 5! ;q 8; $r M- 8z $K ;H $( $k $H $$ $& %a %j %C %H $b $" $k !# A�ne Arithmetic $O Hs @~ 7A 4X ?t $N 1i ;; $N J} K! $, Hf 3S E* Fq $7 $$ $, !" K\ O@ J8 $G >R 2p $7 $? $h $& $K 8& 5f <! Bh $G $O $h $j M- 8z $J 1i ;; J} K! $, 8+ $D $+ $k 2D G= @- $, 9b $$ !# A�ne Arithmetic $N M- 8z @- $r $b $C $H CN $C $F $b $i $$ !" $5 $i $J $k 8& 5f $, $J $5 $l $k $3 $H $r K> $‘ !# 34

Bh 7 >O <U <- 35

K\ 8& 5f $r ?J $a $k $K Ev $? $j >o $K @5 $7 $$ F; $r <( $7 !" =* ;O Cz G+ $J $4 ;X F3 5Z $S $4 7c Ne $r ;r $o $j !" $= $N B> B? $/ $N LL $G $b $$ $m $$ $m $H $4 LL E] $r 8+ $F 2< $5 $j 8f =u 8@ $r M? $( $F 2< $5 $$ $^ $7 $? Gp LZ 2m 1Q =u 65 <x $K ?< $/ 46 <U CW $7 $^ $9 !# $^ $? !" B4 6H O@ J8 Cf 4V Js 9p $N :] $J $I 5! 2q $N $" $k $4 $H $K 8f ;X F3 !" 8f J\ Z% $r ;r $o $j !" 8& 5f $K J} 8~ @- $r M? $( $F 2< $5 $C $? Bg @P ?J 0l 65 <x $K ?< $/ 46 <U CW $7 $^ $9 !# $^ $? !" Cf 4V H/ I= A0 Lk $K ?< Lk $^ $G 2f !9 3X @8 $K IU $- E: $C $F @[ $$ 8& 5f Js 9p =q $r ;X F3 $7 $F 2< $5 $C $? !" Bg @P 8& 5f << >p Js 3X 2J =u <j $G $" $k ?@ Bt M: CR ;a $K ?< $/ 46 <U $7 $^ $9 !# $^ $? !" F| >o @8 3h $K $* $$ $F $$ $m $$ $m $H $* @$ OC $K $J $j $^ $7 $? !" Bg @P 8& 5f << =$ ;N 2] Dx 2 G/ @D LZ 9/ M5 ;a !" Bg 7’ ?- Li ;a !" Bg >e >! Gn ;a !" @> ED 5. MN ;a !" =t NS A‘ ;a !" JB $S $K Bg @P 8& 5f << =$ ;N 2] Dx 1 G/ Bg Ln E0 M: $K ?< $/ 46 <U CW $7 $^ $9 !# $^ $? !" F1 $8 Gp LZ 8& 5f << $N M# 0l $N F1 4| $N 3X @8 $G $" $j !" CG HI $G $" $j $J $, $i =u 8@ $r $7 $F 2< $5 $$ $^ $7 $? Gp LZ 8& 5f << 4 G/ 9b :j Bg Je ;a $K ?< $/ 46 <U CW $7 $^ $9 !# $^ $? !" F1 $8 @: EY J] >Z HI !" Hs @~ 7A HI $H $7 $F 0U 8+ $N 8r 49 $d 6( NO $J $I $r $7 $F 2< $5 $$ $^ $7 $? Bg @P 8& 5f << 4 G/ :4 F# ?N 0l ;a !" @6 ?e 5H D> ;a !" ;g B< ?N ;K ;a !" N) [@ =E 5* ;a !" F# K\ @/ ?. ;a !" JB $S $K EO JU Mx L@ ;a ?< $/ 46 <U CW $7 $^ $9 !# :G 8e $K !" B4 6H O@ J8 $G ?t CM 7W ;; Ln J, Ln $r $d $j $? $$ $H $$ $& ;d $N 4j $$ $r J9 $- FO $1 $F 2< $5 $j !" 2w $/ Gp LZ @h @8 $r >R 2p $7 $F 2< $5 $C $? d* 9n I’ 65 <x $K ?< $/ 46 <U $7 $^ $9 !# 36

;2 9M J8 8% [1] Bg @P ?J 0l :\ Hs @~ 7A 2r @O F~ Lg ", !J 8= Be Hs @~ 7A 2J 3X %7 %j !< %: #1 !K , %3 %m %J <R , 1997. [2] Marcus Vin � �cius Alvim Andrade, Jo~ ao Luiz Dihl Com ba and Jorge Stol�: \A�ne Arithmetic", INTER V AL’94, St. p etersburg (Russia), Marc h 5-10, 1994. [3] R.E.Mo ore:\In terv al Analysis",Pren tice-Hall, 1966. [4] R.E.Mo ore:\Metho d and Applications of In terv al Analysis", SIAM, Philadelphia,1979. 37